Formule Trigonométrique matricielle

SYNTHESE :
Les formules d’additions :
cos(u;Vv) = XX '+YY'! . .
cos(a—b) (V) cos(a) coshb+sin(a)sin(b)
cos(a— (-b)) cos(a—(-b)) - :
cos(a+b) | cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b)

sin(a+Db) - cos(%—(a+b)j: - cos((%—aj—b)) - sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)

sin(a—b) sin(a) cos(b) —cos(a) cos(b)

sin(a—(-b)) sin(a—(-h))
sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)
cos(a) cos(b)
sin(a+Db) cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b) tana+tan(b)
tan(a+b)) | cos(a+b) | cos(a) cos(b) _ | 1-tan(a) tan(b)
[tan(a - b)j | sin(a=b) | | sin(a)cos(b)—cos(a)sin(b) | | tana-—tan(b)
cos(a—b) cos(a) cos(b) 1+ tan(a) tan(b)
cos(a) cos(b) +sin(a)sin(b)
cos(a) cos(b)

Les déterminants zégama (1991-1993 ; notation personnel ou au brouillon lors d’examen) :

cos(a—h) cos(a)cosb +sin(a)sin(b) cos(a—b)) (cos(a)cosh+sin(a)sin(b)
cos(a+b) | | cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b) - (Sin(a —b) j - (sin(a) cos(b) —cos(a) cos(b))
sin(a +b) sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b) cos(a+b) cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b)

sin(a—b) sin(a) cos(b) —cos(a) cos(b) [sin(a +b) j - (sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)j

cos(a) \( cos(a) |
sin(a)J[Sin(ﬁ)j_ x

cos(a) \(cos(B) |
sin(a) j[—sin(ﬂ)j =%

cos(a) cos(B)| [ cos(a)cos(B)—sin(a)sin(B) | (cos(a—p))
sin(e)  sin(B)| | sin(a)cos(B) +sin(B)cos(a)) | sin(a—B)
cos(ar) cos(f)| (cos(a) cos() +sin(a)sin(5) j _ (cos(a + ,8))}

sin(a) —sin(ﬁ)_ sin(a) cos(f) —sin(f) cos(a) sin(a + f)

Formule de duplication :

(cos(Za)] _ (cos(a + a)] _ (cos(a) cos(a) —sin(a) sin(a)J _ (cos 2(a) —sin 2(a)j

sin(2a) sin(a+a) sin(a) cos(a) +sin(a) cos(a) 2sin(a)cos(a)

(cos 2(a) +sin2(a) =1 j (2 oS 2(a)] (1+ cos(2a)j (2 cos2(a) —1} [cos(Za)j
= = N =

cos?(a)—sin?(a) = cos(2a) 2sin(a) 1-cos(2a) 1-2sin?(a) - cos(2a)

a o cos(zajﬂ a o cos(zajﬂ
COS(ZE] Zcosz(zj—l —2 COSZ(E) cos(—j —2

2 2 2

(04 . (04 (04 . (04 . (04
cos| 2— 1-2sin?| = cos| 2— |-1 sin2| = sin| — o)
( zj (zj ( 2) (2) (2) C‘”(sz 1

2 2
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Formule Trigonométrique matricielle

(cos(Sa)] ) [cos(Za 4 a)] (cos?(a) cos(a) —sin%(a) cos(a) ) - ( 2sin’ () cos(a))
sin@Ba) ) \sin(2ar +a) (2sin(a) cos® () )+ (cos 2asin(ar) —sin* (@)
- (005(304) _ [—3 cos(a) + 4cos (a)}

sin(3a) 3sin(a) —4sin®(a)

(cos(na);sin(ne) )’ (cos(oz)"’l cos(a);sin(a)"™™ cos(a)) et mel
k=m
(COS(na) Sln(na) (ZCZk ( 1)k+2 sM- 2k (a)sinZk (a) : Zcikﬂ (_1)k+2 Cosm—(2k+1) (a)sin2k+1(a)j
k=0
Introduction au nombre complexe : Formule de Moivre et de tchebytchev

< (cos(a) +isin(c))’ Z cos"™* () i* sin* ()

k=n k=n
& (cos(a) +isin(@))" =| D Ck i cos(”‘Zk)(a)sin(Zk)(a)]—i (Z CKi* cos" Y (a)sin®+) (a)j
k=0 k=0
k:m:ent(g)
Z CZk ( )k+2 m 2k (a)SIn (O{) 3
< (cos(a) +isin(@))" =| . avec ent(zj =ent(1,5)=1
k=m=ent| —
Z C;k+1 (_1)k+2 COSm (2k+1) (C() SIr.l2k+1( )
k=0
k=m
C2 (=D)* cos™ * () sin** ()
& (cos(a) +isin(a))" =| '
Z an1k+1 (_1)k COSm—(2k+l) (C{) Sink (a)
k=0
.. n [ cos(na)
(cos(a) +isin(a)) = [sin(na) )

& (cos(a) +isin(e))" = cos(na) +isin(ne)

Produit de deux nombre complexes trigonométriques :

. . B cos(a) \( cos(ex) B cos(ax) cos(B) —sin(x) sin(f)
(cos(a) +isin(a))(cos(f) +1sin(A)) = ( j[. sin(ﬂ)j - (i (sin(a) cos(B) +sin(p) cos(a)j

isin(x)
cos(a) \( cos(xx) B cos(a) cos() —sin(a)sin(f)
C>(sin(oz) j(sin(ﬂ) J - [ i(sin(er) cos(p) +sin(f) cos(a))j
. . _(cos(a) \(cos(B) | ([ cos(a)cos(B)+sin(a)sin(B)
(cos(a) +isin(a))(cos(p) ~1sin(A)) = ( j(—i sin(ﬂ)) - [i (sin(a) cos(B) —sin(B) cos(a)j

isin(a)

cos(a) \(sin(a) | [ cos(a)cos(p)+sin(a)sin(B)
c{sin(a) ](—sin(ﬁ)} B ( sin() cos(p) —sin(f) cos(a)]
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Matrices des identités remarquables trigonométriques vectorielles

Les formules d’addition :
cos(u;v) = XX'+YY'

cos(a—h) cos(a— (b)) cos(a— (b)) cos(a) cosb +sin(a)sin(b)

cos(a+b) | B _| cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b)
sin(a+b) | cos(%-(am)): B cos((%—a]—b)j " | sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)

sin(a—b) sin(a) cos(b) —cos(a) cos(b)

sin(a—(-b)) sin(a—(-b))
sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)
cos(a) cos(b)
sin(a+b) cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b) tana -+ tan(b)
tan(a+b)) | cos(a+b) | cos(a) cos(b) _ | 1-tan(a) tan(b)
[tan(a - b)j | sin(a—b) | | sin(a)cos(b)—cos(a)sin(b) | | tana+ tan(b)
cos(a—Db) cos(a) cos(b) 1+ tan(a) tan(b)
cos(a) cos(b) +sin(a)sin(b)
cos(a) cos(b)

Les formules de duplications :

(cos(Za)] _ (cos(a + a)] _ (cos(a) cos(a) —sin(a) sin(a)J _ (cos 2(a) —sin 2(a)j

sin(2a) sin(a+a) sin(a) cos(a) +sin(a) cos(a) 2sin(a)cos(a)

(cos 2(a) +sin?(a) =1 J (2 cos 2(a)J [1+ cos(2a)} (2 cos2(a) —1J (cos(Za)j
= = SN =

cos?(a)—sin?(a) = cos(2a) 2sin%(a) 1-cos(2a) 1-2sin?(a) - cos(2a)

a o cos(zajﬂ o o cos(zajﬂ
cos| 2— 2c0s2| — |-1 _\2) c0s2| — cos| — _\2)
2 2 2 2 2 2

[04 R [04 (04 . a . (04
cos| 2= 1-2sin2| = cos| 2= |-1 sinz2| = sin| — o
( 2) (zj ( 2) (zj (2j COS(Zz) 1
2 2
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Détermination des résultantes de (cos(3r) ; sin(3))

cos(3a)) (cos(2a + a)]
sin(3x) sin(2a + a)

cos(3a) (cos?(ar) —sin ¥ ) ) cos(a) —(2sin(a) cos(ex) )sin(cr)
<~ sin(3a) - (2sin(a) cos(er) ) cos(a) +(cos?a —sin(er) )sin(c) }
cos(3a)) [ (cos¥(a)cos(a)—sin?(a)cos(a)) - (2sin’ (@) cos(ar) )
“\sina) )~ (2sin(a) cos® (ar) )+ (cos 2asin(ar) —sin*(a) J

- cos(3a)) [ cos’(a)—3cos(a)sin®(a)
sinBa) ) | 3cos?(a)sin(a) —sin®(a)

- cos(3a) ) (-3cos(a)+4cos’(a)
sin(3a) ) | 3sin(a)-4sin®(a)
De plus :

[cos(Sa)j _ [cos3 (o) - 3cos(a)sin? (a))

sin(Ba) ) | 3cos?(a)sin(a)—sin’(a)
(cos(Sa)j [ (=D)* cos*(a) + (-2)*(3) cos(ar) sin*(ex)
sin(Ba) ) | (~1)2(3) cos?(a)sin(a) + (~1)*sin®(a)
< (cos(3a) +sin(3a)) = cos® (ar) — 3cos(ar) sin’ () + 3¢os? (&) sin(ar) — sin®(«)
(a+ b)3= a’ +3a’b+3ab® +b° (—a+ b)3= —a’+3a’h—3ab® +b°
Ors: et
(a- b)3= a® —3a’b+3ab”* -b® (-a- b)3 =a3-3a’h-3ab’ b’

k=3
& (ath)’=a’t3a%+3ab’ b’ =C @’ +C @b+ C.ab*+Ch’ = ;cjka”‘kbk

Puisque :

~1)°C . cos’ -G in? 2, 3
(005(3a)j[( ) C,cos(a)+ (=) C, cos(a)sin’ (@) @(CE:C2;C3;C3):(1;3;3;1)

sin(3a) (_1)2C2C°Sz(a)3in(a) N Cz(_l)s sin®(a)
cos(3a)) ;Cs (=D cos(a)" " sin* ()
< [sin(Ba) J B

(cos(3c) +sin(3c) ) = cos® (a) —3cos’ () sin(er) + 3cos(a) sin’ (ar) —sin’ ()

k=3
ZC§k+1(_1)k+2 COS(O()HZKH) Sin2k+l(0£)
k=0

(cos(3a) +sin(3c) ) =k, cos® (&) + k,3cos(a) sin® (&) + k,3cos’ () sin(a) + k, sin’ ()

k=3
=k = (kg ki ki ks) = (4 +15 -1 -1)

k=0
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Détermination des résultantes de (Cos(4a) ; Sin(4c))

(Cos(4a)j (Cos(3a+a)j (Cos(Ba)Cos(a)—Sin(3a)Sin(a)j

Sin(4«) - Sin(a + ) Sin(3a)Cos(ar) + Cos(3x)Sin(«x)

cosBa+a)) (Cos®(a) —3Cos(a)Sin(a))Cos(a) — (3sin(a) cos(a) —sin®(a)) sin(a)
(sin(3a+a)j_ (3sin(a) cos(ar) —sin®(a) ) Cos(a) +(Cos® (a) —3Sin* (@) ) Sin(cx)

(cos(Sa + a)j ~ [cos2 (ar) - 65sin?(a) cos? (a) +sin4(a)]
sinBa+a) ) | 4sin(a)cos®(a) —4sin®(a) cos(ar)
De plus :

(Cos(4a)] (cosz(a) —6sin?(a)cos?(a) +sin4(a)J

Sin(4a) - 4sin(a) cos® (o) — 4sin®(a) cos(a)

[Cos(4a)J [ (=DC{ cos? (@) + (-1)°Cj sin? (@) cos? (ar) + (—1)*Cy sin*(a)
Sin(4a) ) (-1)*C; sin(a) cos® () + (—1)°C; sin®(a) cos(ar)

< Cos(4a) + Sin(4a) = cos® () + 4cos® (&) sin(ar) — 6sin? (&) cos? (ar) — 4cos(a)sin® () +sin ()

Cos(4a) + Sin(4a) = cos? (a) + 4cos® () sin(a) — 6sin’ (@) cos® () +sin” (@) — 4cos(a)sin® ()
ko cos® () +k, 6sin? (ar) cos® () + k, sin“(a}

=< Cos(4a) + Sin(4a) = {
k,4cos®(a)sin(a) + ky4cos(a)sin®(a)

k=4
Uk =Koiky kyikgiky) = (G+5-1-1+1)
k=0
(a+b))' (a?+4a’h+6a%? +4ab? +b° +L+L+L 4141 (146,41
= = ° (a“+a3b+a2b2+ab3+b4)
a’ —4a’b+6a’h’ +4ab’ — b’ +L-L+5+15-1) (146,41

(a-b)

((a+b)" =(a® +4a’h +6a’h® + 4ab’ +b*) =((+1; +1;+1;+1; ﬂ)o(cfl;cj;cf;cj;cj))(a“ +a’b+a’h’ +ab® +b*)

Remarque :
Cos(4a)) (Cos(2(2a)) (cos(2a+2a)) (Cos(2A)
[Sin(4a) j - (Sin(Z(Za) J - (sin(Za +20) j - (Sin(ZA) J

_[cos(2a +2a)) _(cos’(2a) —sin2(2a)} @(cos(za + 2a)j _ L(COS(Za))z - (sin(2a))2]

sin(2a + 2a) 2sin(2a) cos(2cx) sin(2a +2a) 2sin(2a) cos(2a)

cos(2a+2a)) | (cos’(a)- sinz(oc))2 —(2sin(a) cos(a))’
sin(2a +2a) )| [2(2sin(a) cos(a))][ (cos*(a) —sin*(a) |

cos(2a+2a)) (| cos*(a) - 2sin’(a)cos® (@) +sin‘(a) | -[ 4sin*(a) cos’(a) |
sin(2a +2a) )| [4sin(e) cos(a)]cos® () - [4sin(a) cos(a)]sin® (@)

- cos(4a)J_ cos’(a) — 6sin’(a) cos? () +sin’ ()
sin(4e) ) | 4sin(a) cos®(@) - 4sin®(a) cos(c)
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Déterminations des résultantes de (Cos(5¢) ; Sin(5a))

Cos(5a)| (Cos(4a+a)) (Cos(4a)Cos(a)—Sin(4a)Sin(a)
[Sin(Sa) j - (Sin(4a +a) ] B (Cos(4a)8in(a) +Sin(4a)C os(a)]
Posons : C =Cos(«) ; S = Sin(«) ; il vientque
Cos(5a)) [(C*-6S°C*+S")C—(4SC*-4S°C)S
[Sin(5a) j - (c“ ~6S°C* +5*)S - (4SC°-45°C)C

(COS(SO{)J —6S2C®+S°C —45°C* +4S°C
Sin(5a) ) | SC*-6S°C?+S°+4SC* —45°C?

Cos(5a)) (C°-10S2C?+55‘C
(Sln(Sa) ) (SSC“ ~10S°C’ + sSJ
Cos(5a)) (Cos’(ar)—10Sin?*(e)Cos®(r) +5Sin*(a)Cos(«)
(S'n(50!) ] (SSin(a)Cos“(a) —10Sin®*(a)Cos?(a) + Sin(a)® J
De plus :

Cos(5a)) [ Cos®(a)-10Sin?(«)Cos®(a) +5Sin*(a)Cos(«)
Sin(5a) 5Sin(«)Cos* () —10Sin®(«r)Cos? (&) + Sin(a)® ]

Cos(5a)) [ (~1)*(1)Cos°(a) + (1) (10)Sin’ (a)Cos* (&) + (-1)*(5)Sin* (&) Cos(«x)
Sin(5a) (-1)?(5)Sin(a)Cos* () + (-1)%(10)Sin*(a)Cos* () + (-1)* (1) Sin(«x)® j
Cos(5a)) [ (-1)*CJCos’(ax) +(-1)°CZSin®(ar)Cos’(a) + (-1)*C; Sin* (a)Cos(a)}

Sin(5a) (-1)*CaSin(a)Cos’ (a) + (—1)*C3sin® (a)Cos® () + (-1)* CaSin(a)°

Soit

P = Cos’(a) +5Cos* (&) Sin(er) —10Cos°> (er) Sin® (er) —10Cos? () Sin* () +5Sin* (r) Cos(x) + Sin(a)®

< P =Cos®(a) +5Cos* () Sin(ar) —10Cos® () Sin? (a) —10Cos? () Sin® () + 5Sin* () Cos(ar) + Sin(a)®

& P =k,5C0s° () + k,10Cos* () Sin(ax) +10Cos® (&) Sin’ (&) + k,10Cos’ (@) Sin*(«x) + k,5Sin* (ar)Cos(ax) + k Sin(a)®

k=5
= [k = Kok Ky kyiks) = (L1 -1 1 +1+1)

Remarque :

b))’ L4+L+L+L+L+1) (1510:10:1
[EZ ! b;j - [Cl R +1_J°[1_ 5.10_10.1]](& +5a%b-+10ab? +10ab’ +5ab* +b°)

k=5
Uk = @G+5-L-L+1+1)
k=0
[(a + b)JS _ (@ +5a‘b+10a%? +10ab’ +5ab* +b°
(a-b) a® —5a*b+10a°h? —10ab® + 5ab* —b°®
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Bien, on résume :

(c08 2z Sin2a) = (kg k. k,) _ (+L+L-1) (+1° 12}
+1;)
(a-b)’ = (Ky; ki ky) = (+1 -1 +1)
(cos(3ex); Sin(Bar) = (K, K5 Ky Ks) =(+L+L-1-1) [ j
-1,
(a—b)’ = (kikikk) = (+L-L+L-1) ((”0 1]
1i-1)
(cos(4ax); Sin(ha) = (kg kK, kik) = (LAL-L-L+) = (+10 L +1“j
1,
b)* koikokikik,) =@-L+L-1+1) = o+,
(a-b) = (kos ks Ky kerk,) =@ -L+L-1+1) —[_]1;_13 J
5¢): Sin(5 Kk koK, k) = (Ll L Loy <[ o TR
(cos(5a); Sin(5a) = (Kos Ky Ky kaikyske) = G +L -5 -L+L+1) = (+].l;—].3;+15)
5 _ +1,;+1,;+1,
(a—h) = (kg ki Ky koK ko) = (L =L+ —L 4L —1) = (_]1’_13;_15]

Introduction des nombres complexes trigonométriques

On constate a chaque fois que k, =—1 et k, =+1
Ors dans les équations du second degré, on sait que i° = —1 tel que x> = —1<> X = +/-1

%Hmw(al”aﬁﬁ”ﬂzoaﬁﬁﬁX||xu|xe0:am—r{D:($;i%J

Soit plus globalement :

©k=4ik =& 30;-5-030) ; Dsik = (i;—1—i;1) ect

k=0
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Ce qui permit a Moivre de composer les identités remarquables trigonométriques complexes :

cos(@) +isin(a))’

cos(a) —isin() )’

cos(a) +isin(a))’

(

( )
( )
(cos(a) —isin(a))’
(cos(a) +isin(a))’
( )

cos(a) —isin(e))’

(cos(a) +isin(a))2 =
(cos(a) +isin(a))’ =

(cos(a) +isin(a))’ =

cos?(a) —sin2(a) +i(2sin(e) cos(x))
cos?(a) —sin?(a) +i(2sin(a) cos(ax))

cos2(e) —3cos(c)sin®(a) +i( 3cos’ (a)sin(ar) —sin?(cx))
cos2(ar) +3cos(a) sin’ (&) +i( —3cos?(a)sin(a) +sin%(a))

cos?(a) —6sin’ (&) cos? () +sin‘ () +i(4sin(a) cos®(a) — 4sin®(a) cos(a))
cos®(a) +6sin’ (a) cos*(a) —sin” (a) + i(-4sin(a) cos® (a) + 4sin’(a) cos(a))j
cos?(a)—sin?(a)) (cos(2a)

2sin(a) cos(c) J - (sin(Za) j

cos’(a) —3cos(a)sin’(ar) | (cos(3a)

3cos’ (a)sin(a) —sin’(a) J - (sin(Sa) J

cos?(a) —6sin®(a) cos®(a) +sin’ (a)J ~ (cos(4a)]

4sin(a) cos® (ar) — 4sin® () cos(a) sin(4a)

(cos(@) +isin(a))’ =

Cos® () ~10Sin?(&r)Cos® (@) +5Sin“ (a)Cos(a) | (Cos(Sa)j
5Sin(a)Cos* (o)) —10Sin*(a)Cos?(a) + Sin(@)® | \ Sin(5)

2

cos(a) +isin(a)) =cos(2a) +isin(2«a)

4

cos(a) +isin(a)) =cos(4a)+isin(4a)

5

( )
(cos(ax) +isin(a))’ cos(3a) +isin(3a)
( )
( )

cos(x) +isin(a)) =cos(5a) +isin(5«)

Et de maniere générale, on en déduit que :
k=

Z cos"”

k=0

(cos(a) +isin(a))" “(a)i*sin*(a)

& (cos(a) +isin(@))" =

k=n k=n
D Cy it cos(”‘Zk)(a)sin(Zk)(a)]—i (chk i cos" () sin* (a)j
k=0

k=m=ent| —
2

Z C2k ( )k+2

k=0

" (a)sin®* ()

& (cos(a) +isin(@))" = .
2

Z Crik+1 (_1)k+2 COSm (2k+1) ((I) Sln2k+l( )
k=0

cos(na)]

sin(ne)

k=m=ent

< (cos(a) +isin(e))" =

& (cos(a) +isin(e))" = cos(na) +isin(ne)
Cela rejoint les formules de Tchebychev qui lui, les a étudiées dans les interpolations de polynémes :

(cos(na);sin(na)) = (kf C* (-D)* cos" *(a)sin*™(a); k:ZmC,fk*l (-D* cos™* () sin® (a)j

k=0 k=0
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Calculs Trigonométriques
Des formules d’additions :

cos(a—Dh) cos(a) coshb +sin(a)sin(b) cos(a—b)) (cos(a)cosb +sin(a)sin(b)
cos(a+b) | | cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b) (sin(a —b) J - (sin(a) cos(b) —cos(a) cos(b)j
sin(a+b) | | sin(a)cos(b) +cos(a)sin(b) g cos(a+b) cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b)

sin(a—h) sin(a) cos(b) — cos(a) cos(b) (sin(a +b) j - (sin(a) cos(b) +cos(a) sin(b)]

On peut calculer les angles suivants :

T (6-4) 2 1 T T (6+4) 10 5
——= —7 —7 —r| |=+= —r —r —7
4 6 6.4 24 12 4 6 6.4 24 12
T (4-3) 1 1 T (4+3) 7 7
——— = —r|=| =7 |=|=x ;| =+—|= wl=|—=x|=|—7x
3 4 3.4 12 12 3 4 3.4 12 12
T T (6-3) 3 1 T 7 (6+3) 9 1
——= ——r —7 -7 —+= — 7 —7 -7
3 6 3.6 18 6 3 6 3.6 18 2

Il vient que leurs formules d’additions donnent les angles numériques suivants :

ootz [eo  Jeo{ G Jrom( (5| [ZLLL) [Er2) fen ]
nig=5)) ({5 ol pn(5)) 1 F7-23) 152 on()
s | [l SolS)on(T ()] 37 57| [25|[~(E)
2] eolSenl3 (53] (2257 (557 ([
- [oo{3)on(5Jon(3)n(3)] [35-57 | (22| [2] |o=(5)
w9 sn(5lele)o3 ()] 1232 (9 15 ) [(3)

Nous constatons que les formules d’additions sont relativement limitées donnant les méme angles
Remarque :

J2 =1, 414 135562
J3 =1, 732 050 808

{JE +/2 =3, 863 703 305
6 =24/3 =2, 449 489 743

J6 -2 =1,035 276 618

Bien, cela fait deux jours (et quelques années au football que la télévision en parle), soit bassine entre
guillemet. Bon, méme si je m’en rappelais plus. Vrai, dans la région nous utilisons cette méthode entre
1991 et 1993, a une différence que nous I’exprimons sous forme de déterminants. On ’appelait le
déterminant zégama % dans(] et Zigamma z; & dans [
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Du déterminant d’un systéme d’équation (2 ;2) effectuant un gamma

&:P)%

& b

Nous pouvons construire les déterminants de cos(a - f) et de sin(a - 5) gue nous assemblons tel
que

] (cos(a —ﬁ)j . (cos(a) cos(B) + sin(a)sin(ﬂ)] . [cos0 - slclj _ (r(cos0 —~ slcl)j _ (Xoj

sin(a — f) cos(a)sin(f) —sin(a) cos(fS) C,S, +S,C, r(cs, +s.,) Y,
(cos(a -B) ~ [cos0 + 5101] ~ (cos0 + slc1]
S0C = SGy CiSo —SiGo

e sin(a—ﬂ)]: ZK
(cos(a + ﬂ)J _ (cos(a) cos() —sin(a)sin(ﬂ)} _ (cos0 — 0131]

De méme que
sin(a + ) cos(er) cos(B) +sin(«) sin(f) C,S, + S,Co

= aObl _aibO

cos(ar) cos(p)

sin(e) sin(p)

Co So

G S

=X

cos(a— p) cos(ar) cos(p) G S C051_(_51)Co Cosl_(_sl)CO
<:> . = . . = = —

(Sln(a—ﬂ)j X Jsin@) —sing)| X |e, -s, (soclﬂ—sl)cj {clsw(—sl)coj
Remarque :

. r[cocl —sole ~ (r(coc1 —sosl)j ~ (rx j ~ [XO]
clso + SICO r(ClSO + SlCO) rY yO

Introduction au nombre complexe

Ce qui rejoint la vision de Science Ch avec la matrice trigonométrique rotationnelle :

Des expressions conjuguées des racines carrées, cubique, n ieme
a_a Na_afa
& "R (Ja)
On peut écrire 1’expression conjuguée complexe :
a axib_ jab iab

ib ib ib i%* -b?
Et par suite le nombre z d’expression Z = &+ 1D a pour expressions conjugés Z=2—1D que I’on note
7 soit z=a+ib=>z=a-ib j vient que 22 = (a+ib)(a—ib) =a*+iab—iab—i’b* =a’ +b’

Enfin étendons I’expression conjugué qui représentent les identités remarquables tel que :
(a, +ib,)(a, +ib) = (a,a, +i ab, +iba, +i’bb,) = (a,a, +i a, +iba, + (-1)bb,)

—byb
(3 +i,)(3, +ib) =(f‘°(joblji; ai)J

(ao + ibO)(ai - Ibl) = (aoa1 - ibOal +i aObl - izbobl) = (aOal + ibOal —i a0b1 - (_1)b0b1) = (

a,a, +byb, ]
i (ba, —agh)
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Ors en posant :
C, C )| (cos(a) cos(B)
s, S, \sin(e) sin(B)

On peut écrire :
(cos(a) + i sin(a))(cos(B) +isin(B)) = (f?:f:(l{c)ojéﬁ )ﬂ_)izl(:();;r;fﬁ za)j
cos(a) \(cos(a) | (cos(a) \(cos(a) | (cos(a)cos(B)—sin(a)sin(s)
c{i sin(a)j(i sin(/i‘)] - (i sin(a)j(i sin(ﬂ)] - ( i(sin(er) cos(pB) +sin(f) cos(a))]

= (cos(a) +isin(a))(cos(B) - isin(B)) = [T(Z;(:()ac; :ésﬂ()ﬂ;s—lzu(:()ﬂs)";z()a)j

cos(a) \(cos(B) | (cos(a))(sin(a) | (cos(a)cos(p)+sin(a)sin(p)
C>(isin(a:)j(—isin(ﬂ)}_[sin(og)J[—sin(,ﬁ)j_(sin(oz)cos(,B)—sin(,B)cos(o:)j

Par conséquent le déterminant zigamma que I’on a noté Zi& et puis ZK finalement, est :

cos(a) \( cos(a) )
[sin(a)j(sin(ﬁ)j_ Zx

cos(a) cos(B)| (cos(a)cos(B)—sin(a)sin(B) | (cos(a—p))
sin(er)  sin(B)| | sin(a)cos(B) +sin(B)cos(ar) ) sin(a—ﬁ)}

cos(a) \(cos(B) | cos(ar) cos(B) | (cos(a)cos(B)+sin(a)sin(p) | (cos(a + f))
sin(a) )\ =sin(B) ) szin(a) —sin(B)| | sin(e)cos(B) —sin(B)cos(a) ) | sin(a + pB)
Exemple numérique :

T 7 5 z i 2 B 23 21) (J6+2
8| C“(lz j i C°S(4j °°S[ej :ZK? i
inZ-%) | |sin[ 25 7\ |l sin[ Z 2 1| |82 V21| |62
g9 ) (ol )] |3 JonlE)) SFE 5] 1SE-25) 155

_ _ S 2 2| |22 22 || a4
sinZ+2) | |sin S, sin| Z | || =sin| Z JK ﬁ _1 ﬁﬁ_ _lﬁ V6 ++2
4 6 12 4 6 2 2 2 2 2 2) 4

Remarque : on aurait pu encore noté le déterminant zégamma par le det et les matrice :

cos(a) \(cos(B) | _(cos(a)cos(p)+sin(a)sin(p) | (cos(a+ p))
i | ani )| Honen

sin(a) cos(3) —sin( ) cos(«x) sin(a + )
Nous étions dans une salle d’étude au lycée Jean Michel a Champagnole en 1991 ou 1992, lors d’une
récrée, je lisais le livre hachette et je me demandais ce qu’était ce tableau, Mohamed m’a répondu que
cela amenait au quaternion soit disant, et finalement on en a fait un déterminant zégamma, que certains
et certaines ont utilisées, et d’autre ont cherché a démontrer. En tout cas, on en a bien rigolé du zi zi
comme blague. Il y avait Virginie et une amie a elle. Je n’avais pas encore les nombres complexes,
mais je comprenais bien que ¢’était le déterminant que nous y voyons, et puis apres perte de mémoire,
on est passé a autre chose.

COS(%Jr%) COS(%HJ cos[%j cos(%) V2 Bl (V2B (21 J6 -2
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Remarque : fraction de nombres complexes trigonométriques

o (a+ib) (a+ib)(c—id) (ac—i*bd)+i(ad —bd) _(ac+hd) +i(ad —bd)

(c+id) (c+id)(c—id) ¢’ —i%d? c’+d?
,(@atib) _(a+ib)(c+id) _(ac+i’bd)+i(ad +bd) _(ac—bd)+i(ad +bd)
(c—id) (c—id)(c+id) c? —i%d? - c?+d?

On peut écrire :
(a+ib) (a+ib)(c—id) _ (ac—i’bd) +i(ad —bd) _ (ac+bd)+i(ad —bd)

c+id c+id)(c—id c?—i’d? c?+d?
(c+id) (c+id)(c—id)

Par suite on peut écrire les matrices M, (L ) lu M 1 ligne croix 2 colonnes dans I’ensemble :
Ez%gd%[[zz{(t;i%(:;*g‘;l et [(EJJ(EJ](:;E‘;J
d)\-d) \d/l-d —d )\ d
) AGNEN (arse) ek
) Bl Gl

Exemple numérique (Livre bordas 2007) :

IR

o
o)
w
7\
N
o
o
w
7\
oy
N
o
o)
w
7N\
NG
N
. o
o
w
7\
oy
N

+isin

i T

COS(4)COS(6
P=

T v

COS| — |COS| —

4 6

(s Lo

e,
(35 [

N——
«,
>

7\

NG

N—
<]
5

7N\

oY

N

16 [aeno)
Jo(3)] (Sa)6)

IR N RS

~— | /

8

(2]
|
oy |y
N——

(@]

o]

wn
7/ N\

N N
|
@
S
R

o
>
7 N\
NG
N—
(2R
=)
VR
oy
N—
1]
5
7 N\

sl Z)] (V23] (VB B )(\6) (6-4
cos(4)cos(6j 2 . B - J
—p- Sin(gsm(:] _ \/252 _ f _ \f Jf _ 42\/8§ _(2+143) _@+iaym)
cos[”jcos(”j V28 (V6 V6 |6 6;84 10 5
4 6 2 2 4 4 4
_sin ”jsin(”) N2l _ﬁ _ﬁ ﬁ
4 6 2 2 4 4 4
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Les auteurs en trigonométrie analytique et trigonométrie complexe :

Trigonométrie triangulaire

Mésopotamie ; Vallée de I’indus (Sulba sutras)
Lagadha (-1350 ; -1200)

Vedanga Jyotischa

Monde Grec

Hipparque de Nicée (-190 ; -120)
Ptolémee (an 150)

Georg von Purbach
Réiomontanus

Ménélaos d’alexandrie
Aryabhata

Brahmagupta

Monde musulmans

Omar Kahayyam (1048 ; 1131)
Bhaskara (1150)

Nasir al Din Tusi

Al Kaschi

Europe

Oronce Finé

Pédros Nunes
Joachim Rheticus
Bartholmadus Pitiscus
Adrien Romain

Trigonométrie circulaire et triangulaire

Pythagore ( ; )

Robert Hues ( 1553 ; 1632)
Francois Viéte ( 1540 ; 1603 )
Thomas Simpson ( 1710 ; 1761)
L’Abbé Picard (1620 ; 1682)

John Machin (1680-1751)

John Taylor ( ;)

John Mac Laurin ( ;)

Léonard Euler (1707 ; 1783)
Pafnouti Tchebychev ( 1821 ; 1894 )

Applications

Les applications de la trigonométrie sont extrémement nombreuses. En particulier, elle est utilisée en
astronomie, et en navigation avec notamment la technique de triangulation. Les autres champs ou la
trigonométrie intervient sont (liste non exhaustive) : acoustique, optique, électronique, statistique,
économie, biologie, chimie, médecine, physique, météorologie, géodésie, géographie, cartographie,
cryptographie
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